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ANALISIS DINAMIK MODEL DAMPAK MEDIA DALAM
PENGENDALIAN PENYAKIT DENGAN MENGGUNAKAN
LAJU TRANSMISI PIECEWISE
ABSTRAK
Pada Skripsi ini dibahas konstruksi dan analisis model dampak media
dalam pengendalian penyakit dengan menggunakan laju transmisi
piecewise. Pada model terdapat dua sistem, sistem pertama tanpa
pengaruh media dan sistem kedua terdapat pengaruh media. Pada
model dilakukan analisis dinamik yang meliputi penentuan titik
kesetimbangan, angka reproduksi dasar (R0), analisis kestabilan lokal
dan global titik kesetimbangan. Hasil analisis dinamik menunjukkan
bahwa model memiliki tiga titik kesetimbangan pada masing-masing
sistem, yaitu dua titik kesetimbangan bebas penyakit dan satu titik
kesetimbangan endemik. Titik kesetimbangan bebas penyakit bersifat
stabil asimtotik lokal dan global ketika R0 < 1, sedangkan titik
kesetimbangan endemik bersifat stabil asimtotik lokal dan global
ketika R0 > 1. Perubahan jumlah dampak media memberikan
pengaruh pada jumlah populasi terinfeksi. Simulasi numerik yang
dilakukan menunjukkan hasil yang sesuai dengan hasil analisis.
Kata kunci: analisis dinamik, angka reproduksi dasar, dampak





































DYNAMICAL ANALYSIS OF MODELLING THE IMPACT OF
MEDIA IN CONTROLLING THE DISEASSES WITH A
PIECEWISE TRANSMISSION RATE
ABSTRACT
This final project is discussed the construction and dynamical analysis
of modelling the impact of media in controlling the diseasses with a
piecewise transmission rate. In the model there are two systems, the
first system without the impact of media and the second system there
is impact of media. Dynamical analysis is performed by finding the
equlibria and the basic reproduction number (R0), analizing the local
and global stability of equilibria. The results of dynamic analysis
indicate that the model has three equilibrium points on each system,
two points of disease-free equilibrium and a endemic equilibrium
point. The disease-free equilibrium point is a global and local
asymptotically stable at R0 < 1, meanwhile the endemic equilibrium
point is global and local asymptotically stable at R0 > 1. The amount
of media impacts affects the infective population. The numerical
simulation is conducted show results consistent with the result of
analysis.
Keywords: dynamic analysis, basic reproduction number, impact of
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Media adalah salah satu alat komunikasi yang berfungsi untuk
menyampaikan informasi antar manusia. Media dapat menyampaikan
suatu informasi mulai dari benda, orang, tempat, atau suatu kejadian.
Menurut Nova dan Firsan (2009), media dapat dibedakan menjadi
media elektronik dan media cetak. Media elektronik terdiri dari
televisi, radio, dan internet. Sedangkan media cetak terdiri dari koran,
majalah, buletin, dan brosur.
Media memiliki peranan penting dalam pengendalian dan
penyebaran informasi wabah penyakit. Dunia pernah mengalami
wabah penyakit mematikan, seperti SARS (2003) di Cina, H1N1
(2009) di Meksiko, dan Ebola (2014) di Afrika. Pada saat terjadi
suatu wabah penyakit, penyebaran dan perkembangannya akan diliput
oleh media, antara lain program televisi, koran dan internet. Liu, dkk.
(2007) menjelaskan bahwa informasi yang disampaikan media
meliputi jumlah individu terinfeksi dan angka kematian yang
memiliki dampak penting dalam pengendalian penyakit.
Liu, dkk. (2007) menggunakan model matematika untuk
mengukur dampak media dalam melaporkan jumlah individu rentan,
terinfeksi, dan sembuh terhadap penyebaran beberapa wabah penyakit
menular yang muncul. Cui, dkk. (2008) mengembangkan model
kompartemen transmisi kontak. Transmisi kontak mengukur
penyebaran virus dari individu terinfeksi ke individu rentan dengan
menggunakan media dalam penyebaran informasinya. Tchuenche,
dkk. (2011) menjelaskan dampak liputan media terhadap jumlah
individu terinfeksi dan individu yang berhasil tervaksinasi terhadap
penyebaran influenza.
Media informasi dapat mempengaruhi perilaku masyarakat dalam
menanggapi penyebaran penyakit. Ketika informasi wabah menyakit
menyebar, masyarakat akan memutuskan cara untuk mencegah atau
mengobati penyakit tersebut. Pada tahap awal terjadi wabah penyakit,



















sampai terjadi wabah. Tindakan pencegahan dilakukan jika jumlah
individu yang menular mencapai dan melampaui tingkat tertentu.
Berdasarkan hal yang telah diuraikan, maka skripsi ini mengkaji
kembali model matematika dampak media terhadap pengendalian
penyakit menggunakan laju transmisi piecewise yang ditulis oleh Liu,
dkk. (2016). Liu memperkenalkan suatu fungsi yang menggambarkan
perubahan jumlah populasi terinfeksi pada keadaan tertentu. Pada laju
transmisi piecewise didefinisikan jumlah individu terinfeksi konstan
jika tidak ada media yang meliput wabah penyakit dan jumlah
individu terinfeksi berkurang jika ada media yang meliput wabah
penyakit. Untuk mendukung hasil analisis dinamik, dilakukan
simulasi numerik dengan menggunakan Runge-Kutta orde empat.
1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, pokok permasalahan pada
skripsi ini adalah sebagai berikut.
1. Bagaimana konstruksi model matematika dampak media
terhadap pengendalian penyakit dengan menggunakan laju
transmisi piecewise?
2. Bagaimana titik kesetimbangan model tersebut?
3. Bagaimana analisis kestabilan lokal dan global titik
kesetimbangan model tersebut?





















Tujuan dari skripsi ini adalah
1. mengonstruksi model matematika dampak media massa
terhadap pengendalian penyakit dengan menggunakan laju
transmisi piecewise,
2. menentukan titik kesetimbangan model,
3. menganalisis kestabilan lokal dan global titik kesetimbangan
model, dan







































Teori pendukung yang digunakan pada skripsi ini adalah
persamaan diferensial, sistem dinamik, angka reproduksi dasar,
kriteria Routh-Hurwitz analisis kestabilan global, piecewise dan
metode Runge-Kutta orde empat.
2.1 Persamaan Diferensial
Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat satu atau
lebih turunan yang melibatkan fungsi yang tidak diketahui.
Berdasarkan banyaknya variabel bebas, persamaan diferensial dibagi
menjadi dua, yaitu persamaan diferensial biasa dan persamaan
diferensial parsial. Persamaan diferensial biasa memuat satu variabel
bebas, sedangkan persamaan diferensial parsial memuat lebih dari
satu variabel bebas.
Orde dari persamaan diferensial adalah tingkat tertinggi dari
turunan yang ada pada suatu persamaan. Secara umum persamaan
diferensial biasa orde n, dapat dinyatakan sebagai
F [t, x(t), x′(t), ..., x(n)(t)] = 0, (2.1)
dengan t merupakan variabel bebas, x merupakan variabel tak bebas,
dan x(n) menyatakan turunan ke-n dari x terhadap t. Untuk
memudahkan penulisan persamaan diferensial, digunakan notasi y
untuk menyatakan x(t) dan y′, y′′, ..., y(n) untuk menyatakan
x′(t), x”(t), ..., x(n)(t), sehingga persamaan (2.1) dapat ditulis
F [t, y, y′, ..., y(n)] = 0. (2.2)
Persamaan diferensial biasa (2.2) dikatakan linear jika F adalah
fungsi linear dari variabel y, y′, ..., y(n). Bentuk umum dari persamaan
diferensial biasa linear orde ke-n adalah
a0(t)y
n + a1(t)y
n−1 + ...+ an(t)y = g(t), (2.3)
dengan a0 6= 0. Persamaan diferensial yang tidak memenuhi bentuk
(2.3) disebut persamaan diferensial biasa nonlinear




















Sistem dinamik adalah sistem yang senantiasa berubah dan situasi
di masa yang akan datang dapat diketahui apabila situasi saat ini atau
situasi di masa lalu diketahui. Sistem dinamik dibagi menjadi dua,
yaitu sistem dinamik kontinu dan sistem dinamik diskret. Sistem
dinamik diskret memiliki bentuk umum
~xt+1 = f(~xt), t ∈ Z, ~x ∈ Rn, (2.4)
dan sistem dinamik kontinu memiliki bentuk umum
d~x
dt
= f(~x, t), t ∈ R, ~x ∈ Rn (2.5)
(Alligood,dkk.,2000).
2.2.1 Sistem otonomus
Suatu sistem persamaan diferensial yang berbentuk
d~x
dt
= f(~x), ~x ∈ Rn (2.6)
dengan fungsi f(~x) fungsi kontinu dan tidak bergantung secara
eksplisit pada variabel bebas t.
(Boyce dan DiPrima, 2012).
Definisi 2.1 (Titik Kesetimbangan)




n) yang memenuhi fi(~x) = 0 disebut titik
kritis sistem (2.6). Titik kritis ~x∗ merupakan solusi sistem (2.6) yang
bernilai konstan karena dfi(~x)dt = 0 dengan i = 1, 2, ..., n. Keadaan
yang menyebabkan dfi(~x)dt = 0 disebut dengan keadaan setimbang dan
titik yang memenuhi disebut titik kesetimbangan, sehingga titik kritis
disebut juga titik kesetimbangan (Boyce dan DiPrima, 2012).
Definisi 2.2 (Kestabilan Titik Kesetimbangan)























1. stabil, jika ∀ε > 0,∃δ > 0 sedemikian sehingga untuk setiap
solusi ~x(t) sistem (2.6) pada saat t = 0 memenuhi
‖~x(0)− ~x∗‖ < δ
maka berlaku
‖~x(t)− ~x∗‖ < ε, ∀t > 0 ,
2. stabil asimtotik, jika ~x∗ stabil dan ∃δ0 > 0 sedemikian sehingga
jika terdapat suatu solusi ~x(t) sistem (2.6) memenuhi





3. tidak stabil, apabila tidak memenuhi kriteria stabil.
(Finizio dan Ladas, 1982).
2.2.2 Sistem otonomus linear
Diberikan sistem otonomus linear berdimensi n sebagai berikut
dx1
dt
= a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn,
dx2
dt
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an1 an2 · · · ann






 , aij ∈ R.
Jika det(A) 6= 0, maka ~x = ~0 adalah satu-satunya titik kesetimbangan
sistem (2.8). Kestabilan titik kesetimbangan sistem (2.8) dapat
ditentukan dengan menggunakan teorema berikut.
Teorema 2.1 (Kestabilan Titik Kesetimbangan Sistem Otonomus
Linear)
Titik kesetimbangan ~x∗ = ~0 sistem (2.8) bersifat
1. stabil, jika dan hanya jika seluruh nilai eigen matriksAmemiliki
bagian real tak positif,
2. stabil asimtotik, jika dan hanya jika seluruh nilai eigen matriks
A memiliki bagian real negatif, dan
3. tidak stabil, jika terdapat nilai eigen matriks A memiliki bagian
real positif.
(Finizio dan Ladas, 1982)
2.2.3 Sistem otonomus nonlinear
Diberikan sistem otonomus nonlinear berdimensi n sebagai berikut
dxi
dt
= fi(~x), i = 1, 2, ..., n, (2.9)
dengan fi merupakan fungsi nonlinear. Misal ~x∗ adalah titik
kesetimbangan sistem (2.9). Jika fungsi fi mempunyai turunan parsial
yang kontinu di titik ~x∗, maka deret Taylor fungsi fi disekitar titik
kesetimbangan ~x∗ adalah


































dengan ηi(x1, x2, ..., xn) adalah suku sisa i = 1, 2, ..., n. Hampiran





dimana ~u = (u1, u2, ..., un)T , dengan ui = xi − x∗i .




































































































































































maka persamaan (2.12) dapat ditulis sebagai,
d~u
dt = J~u+ ~η.
Jika xi berada dekat dengan ~x∗, maka ~η bernilai kecil, sehingga ~η → 0.
Oleh karena itu ~η dapat diabaikan dan sistem nonlinear (2.9) dapat




Untuk xi = x∗i diperoleh ~u = ~0 sehingga sistem linear (2.13)
memiliki titik kesetimbangan ~u = ~0. Selanjutnya kestabilan titik
kesetimbangan sistem nonlinear akan bergantung pada kestabilan titik
kesetimbangan hasil linearisasi.
Teorema 2.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan Sistem Otonomus
Nonlinear)
Titik kesetimbangan ~x∗ sistem otonomus nonlinear (2.9) bersifat:
1. stabil asimtotik, jika titik kesetimbangan hasil linearisasi stabil
asimtotik.
2. tak stabil, jika titik kesetimbangan hasil linearisasi tak stabil
(Finizio dan Ladas, 1982).
2.3 Angka Reproduksi Dasar
Angka reproduksi dasar R0 merupakan angka yang menyatakan
banyaknya rata-rata individu infektif sekunder akibat tertular dari
individu infektif primer yang terjadi dalam populasi rentan. Angka




















Sifat Angka Reproduksi Dasar
1. Jika R0 < 1, maka banyaknya individu yang tertular dari satu
individu infektif berjumlah kurang dari satu individu sehingga
penyakit secara perlahan akan menghilang dan tidak akan
terjadi endemi.
2. Jika R0 > 1, maka banyaknya individu yang tertular dari satu




Sistem nonlinear berdimensi n memiliki persamaan karakteristik
yang secara umum berbentuk
P (λ) = λn + a1λ
n−1 + ...+ an = 0. (2.14)
dengan koefisien ai, i = 0, 1, ..., n adalah bilangan real. Titik
kesetimbangan pada sistem otonomus tersebut bersifat stabil
asimtotik, jika akar-akar persamaan karakteristiknya bernilai negatif.
Kestabilan titik kesetimbangan dapat ditentukan dengan
menggunakan kriteria Routh-Hurwitz pada Teorema (2.3) tanpa
mencari nilai eigen dari matriks Jacobi (J).
Teorema 2.3 (Teorema Routh-Hurwitz)
Misal diberikan n matriks Hurwitz sebagai berikut.
D1 = a1 > 0, D2 =




























a1 a3 · · · · · · · · ·
1 a2 a4 · · · · · ·
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0 0 · · · · · · ak
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0.
Akar persamaan karakteristik akan memiliki bagian real negatif jika
dan hanya jika
Dk > 0, k = 1, 2, 3, ..., n.
Misal diberikan sistem otonomus berdimensi tiga dengan persamaan
karakteristik
λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3 = 0. (2.15)
Akar persamaan (2.15) memiliki bagian real negatif jika dan hanya
jika,
1. D1 = a1 > 0,
2. D2 =
∣∣∣∣ a1 a31 a2






∣∣∣∣∣∣ = a1a2a3 − a23 > 0, sehingga a3 > 0
(Murray, 2002).
2.5 Analisis Kestabilan Global
2.5.1 Fungsi Lyapunov
Definisi 2.3 (Fungsi Lyapunov Lemah)
Misalkan ~x∗ adalah suatu titik kesetimbangan persamaan diferensial
d~x
dt = f(~x), suatu fungsi L:R
n−→R disebut Lyapunov lemah untuk
~x∗ jika terdapat suatu persekitaran W ∈ Rn pada ~x∗ yang memenuhi
kondisi berikut



















2. L′(~x) ≤ 0, ∀~x ∈W
(Alligood, dkk., 2000).
Definisi 2.4 (Fungsi Lyapunov Kuat)
Fungsi L disebut Lyapunov kuat untuk ~x∗ jika terdapat suatu
persekitaran W pada ~x∗ yang memenuhi kondisi (1) pada Definisi 2.3
dan L′(~x) < 0,∀~x 6= ~x∗ dengan ~x ∈W
(Alligood, dkk., 2000).
Teorema 2.4 Kestabilan Global dengan Fungsi Lyapunov
Misalkan ~x∗ adalah suatu titik kesetimbangan persamaan diferensial
d~x
dt = f(~x), titik kesetimbangan ~x
∗ bersifat sebagai berikut.
1. Stabil global, jika terdapat suatu fungsi Lyapunov lemah untuk
~x∗.




Teorema 2.5 (Kriteria Dulac)
Diberikan vektor
ẋ = f(x, y),
ẏ = g(x, y), (x, y) ∈ R2
(2.16)
dimana f dan g berada di C1. Misalkan B(x, y) adalah suatu fungsi
bernilai riil yang berada pada C1 dan terhubung sederhana pada D ⊂
R2. Jika ∂(Bf)∂x +
∂(Bg)
∂y 6= 0 dan tidak berubah tanda pada daerah





















Fungsi piecewise adalah fungsi yang didefinisikan oleh beberapa
sub-fungsi yang setiap sub-fungsi memiliki daerah asal dan daerah
hasil pada interval tertentu.
Contoh :
f(x) = |x| =
{
−x, x < 0
x, x ≥ 0,
Gambar 2.1: Grafik fungsi f(x)
(Hughes-Hallett, dkk., 2013)
2.7 Metode Runge-Kutta Orde Empat
Metode Runge-Kutta merupakan metode numerik satu langkah
karena metode tersebut hanya memerlukan satu titik sebelumnya
untuk mendapatkan nilai yang baru. Untuk persamaan
x′(t) = f(t, x(t)) dan x(t) diketahui, membentuk aproksimasi
x(t+ h) dengan h ukuran langkah dalam selang t, sehingga diperoleh
rumus
x(t+ h) ≈ x(t) + h
6



































k4 =f(t+ h, x(t) + hk3)
(2.18)







































Pada bab ini akan dibahas konstruksi model dampak media dalam
pengendalian penyakit menggunakan laju transmisi piecewise yang
terdiri dari tiga populasi, yaitu populasi rentan (S), populasi terinfeksi
(I), dan populasi sembuh (R) dengan kepadatan kumulatif media
(M). Selanjutnya dilakukan analisis dinamik pada model yang
meliputi penentuan titik kesetimbangan dan kestabilan lokal maupun
global titik kesetimbangan. Pada bagian akhir, dilakukan simulasi
numerik dengan pendekatan Runge-Kutta orde empat untuk
mengetahui pengaruh perubahan parameter-parameter terhadap
model.
3.1 Konstruksi Model
Gambar 3.1: Model kompartemen SIR dengan media
dengan
b : laju pertumbuhan intrinsik populasi rentan,



















β : laju interaksi populasi rentan dan populasi terinfeksi,
γ : laju pengobatan populasi terinfeksi,
d : laju kematian alami,
σ : laju pertumbuhan kepadatan kumulatif media,
v : laju penurunan kepadatan kumulatif media.
3.1.1 Laju perubahan populasi rentan
Perubahan jumlah individu pada populasi rentan (S) dipengaruhi
oleh pertumbuhan populasi rentan (S) dan perubahan individu rentan
(S) menjadi terinfeksi (I) karena adanya interaksi antar keduanya.
Populasi rentan (S) tumbuh mengikuti model logistik dengan daya





Adanya interaksi antara individu pada populasi rentan (S) dengan
individu pada populasi terinfeksi (I) menyebabkan individu pada
populasi rentan (S) berkurang dengan laju transmisi β. Diasumsikan
infeksi tidak diturunkan secara genetik dan individu pada populasi
terinfeksi (I) tidak dapat kembali menjadi populasi rentan (S)
dS
dt = −βSI .
Dari uraian tersebut, laju perubahan populasi rentan (S) per satuan






3.1.2 Laju perubahan populasi terinfeksi
Perubahan jumlah individu pada populasi terinfeksi (I)
dipengaruhi oleh perubahan individu rentan (S) menjadi individu
terinfeksi (I), perubahan individu terinfeksi (I) menjadi individu
sembuh (R), dan kematian alami. Adanya interaksi antara individu
pada populasi rentan (S) dengan individu pada populasi terinfeksi (I)





















dt = βSI .
Setiap individu pada populasi terinfeksi (I) dapat menjadi individu
sembuh (R) dengan laju penyembuhan γ
dI
dt = −γI .
Berkurangnya jumlah individu pada populasi terinfeksi (I) disebabkan
oleh kematian alami dengan laju sebesar d
dI
dt = −dI .
Dari uraian tersebut, laju perubahan populasi terinfeksi (I) per satuan
waktu t dapat dinyatakan sebagai
dI
dt
= βSI − (γ + d)I. (3.2)
3.1.3 Laju perubahan populasi sembuh
Perubahan jumlah individu pada populasi sembuh (R)
dipengaruhi oleh perubahan individu terinfeksi (I) menjadi individu
sembuh (R) dan kematian alami. Bertambahnya individu populasi
sembuh (R) disebabkan adanya pengobatan pada individu terinfeksi
(I) dengan laju penyembuhan γ
dR
dt = γI .
Berkurangnya individu populasi sembuh (R) disebabkan oleh
kematian alami dengan laju sebesar d
dR
dt = −dR.
Dari uraian tersebut, laju perubahan populasi sembuh (R) per satuan
waktu t dapat dinyatakan sebagai
dR
dt



















3.1.4 Laju perubahan kepadatan kumulatif media
Perubahan kepadatan kumulatif media (M ) dipengaruhi oleh
pertumbuhan dan penurunan kepadatan kumulatif media.
Bertambahnya kepadatan kumulatif media (M ) disebabkan adanya
pengiriman informasi dari populasi terinfeksi (I) dengan laju σ
dM
dt = σI .
Berkurangnya kepadatan kumulatif media disebabkan adanya berita
yang telah tertimbun atau kadaluarsa dengan laju v
dM
dt = −vM .
Dari uraian tersebut, laju perubahan kepadatan kumulatif (M ) media
per satuan waktu t dapat dinyatakan sebagai
dM
dt
= σI − vM. (3.4)
Berdasarkan uraian tersebut, diperoleh model SIR dengan media,








= βSI − (γ + d)I,
dR
dt
= γI − dR,
dM
dt
= σI − vM.
(3.5)
Diasumsikan dampak media didiskripsikan menggunakan
penurunan eksponensial β = β0e−εmM , dengan parameter m > 0
yang menggambarkan dampak dari media. Berdasarkan uraian









−εmMSI − (γ + d)I,
dR
dt
= γI − dR,
dM
dt























0, σ(I) ≤ 0
1, σ(I) > 0,
di mana σ(I) = I − Ic. Laju transmisi piecewise ditunjukkan dengan
adanya perubahan laju transmisi karena adanya perubahan jumlah
individu terinfeksi. Ketika individu terinfeksi kurang dari batas
tertentu (Ic), maka tidak ada peliputan media yang ditunjukkan
dengan ε = 0 sehingga laju transmisi konstan (β0). Ketika individu
terinfeksi mencapai dan melampaui tingkat tertentu (Ic), maka akan
ada peliputan media yang ditunjukkan dengan ε = 1 sehingga nilai m
relatif kecil yang menyebabkan laju transmisi β mendekati konstan
β0.
Untuk sistem (3.5) dan (3.6) memiliki penyelesaian yang
terdefinisi pada Ω = {(S, I,R,M) ∈ R4+|0 < S(t) + I(t) + R(t) ≤
K, 0 ≤ M ≤ σKv }. Model SIR dengan media dibagi menjadi dua
wilayah yaitu G1 = {(S, I,R,M) ∈ R4+|σ(I) ≤ 0} dan
G2 = {(S, I,R,M) ∈ R4+|σ(I) > 0}. Pada wilayah G1, tidak ada
dampak dari media sehingga laju transmisi β = β0, sedangkan pada
wilayah G2, laju transmisinya β0e−mM .
3.2 Titik Kesetimbangan
Sistem (3.5) dan (3.6) dapat disederhanakan dengan mereduksi
populasi R. Populasi R tidak mempengaruhi populasi lainnya dan








= βSI − (γ + d)I,
dM
dt





























−εmMSI − (γ + d)I,
dM
dt
= σI − vM.
(3.8)
3.2.1 Titik kesetimbangan tanpa efek media






dt = 0, sehingga diperoleh
bS(1− S
K
)− βSI = 0, (3.9a)
βSI − (γ + d)I = 0, (3.9b)
σI − vM = 0. (3.9c)
Dari (3.9b) diperoleh
βSI − (γ + d)I = 0
I(βS − (γ + d)) = 0.
(3.10)
Berdasarkan persamaan (3.10) diperoleh dua kemungkinan, yaitu I =







S = 0 atau S = K
M = 0.
Dengan demikian diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit pada



















E11 = (0, 0, 0)
E12 = (K, 0, 0).
Jika I 6= 0, maka










)− βSI = 0













Berdasarkan persamaan (3.11) dan (3.12), persamaan (3.9c) menjadi












Titik kesetimbangan endemik menunjukkan bahwa terdapat
































































































































3.2.2 Titik kesetimbangan dengan efek media











mMSI − (γ + d)I, (3.18b)
σI − vM. (3.18c)
Dari (3.18b) diperoleh
β0e
−mMSI − (γ + d)I,
I(β0e
−mMS − (γ + d)) = 0.
(3.19)
Berdasarkan persamaan (3.19) diperoleh dua kemungkinan, yaitu I =







S = 0 atau S = K
M = 0.
Dengan demikian diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit pada
sistem dengan efek media
E21 = (0, 0, 0)
E22 = (K, 0, 0).
Jika I 6= 0, maka dari persamaan (3.18b) diperoleh
β0e
−mM∗23S∗23 − (γ + d) = 0,
β0e
























































































Jika I = 0, maka g(0) = K,h(0) = KR0 . Jika R0 > 1, maka
g(0) > h(0). Setidaknya dua kurva S∗23 = g(I) dan S
∗
23 = h(I)
memiliki minimal satu persimpangan positif. Untuk menentukan
jumlah persimpangan positif, ditentukan titik singgung dari dua


























































Misal f(I) = e
mσI∗23










































































































































Dimisalkan δ = bR0β0 , α =
v
mσ , maka
(2I∗23 − α)2 = δ(I∗23 − α)
4I∗223 − 4αI∗23 + α2 = δI∗23 − δα







Dimisalkan m0 = 8β0vbσR0 , maka 8α =
bR0
β0
Kasus 1. Jika 0 < m < m0, maka 8α < bR0β0 dan δ−8α < 0 sehingga
































Kasus 2. Jika m = m0, maka 8α = bR0β0 dan δ − 8α = 0 sehingga




















Kasus 3. Jika m > m0, maka 8α > bR0β0 dan δ − 8α > 0 sehingga













































Berdasarkan uraian tersebut diperoleh Teorema (2.5) mengenai
eksistensi titik kesetimbangan endemik sistem dengan efek media.
Teorema 2.6 Ketika R0 > 1 dan m = m0 dengan m0 = 8β0vbσR0 ,
sistem dengan efek media memiliki titik kesetimbangan endemik






23) yang eksis ketika R0 > 1.
3.3 Analisis Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan
3.3.1 Kestabilan lokal titik kesetimbangan E11
Matriks Jacobi pada titik E11 = (0, 0, 0) adalah
J(E11) =
 b 0 00 −(γ + d) 0
0 σ −v
 .
Persamaan karakteristik dari matriks J(E11) adalah∣∣∣∣∣∣
b− λ 0 0
0 −(γ + d)− λ 0
0 σ −v − λ
∣∣∣∣∣∣ = 0
(b− λ)
∣∣∣∣ −(γ + d)− λ 0σ −v − λ
∣∣∣∣ = 0
atau
(b− λ)((−(γ + d)− λ)(−v − λ)) = 0.
Akar-akar persamaan karakteristiknya adalah λ1 = b, λ2 = −(γ + d),
dan λ3 = −v. Karena masing-masing parameter bernilai positif, maka




















3.3.2 Kestabilan lokal titik kesetimbangan E12
Matriks Jacobi pada titik E12 = (K, 0, 0) adalah
J(E12) =
 −b −βK 00 βK − (γ + d) 0
0 σ −v
 .
Persamaan karakteristik dari matriks J(E12) adalah∣∣∣∣∣∣
−b− λ −βK 0
0 βK − (γ + d)− λ 0
0 σ −v − λ
∣∣∣∣∣∣ = 0
(−b− λ)
∣∣∣∣ βK − (γ + d)− λ 0σ −v − λ
∣∣∣∣ = 0
atau
(−b− λ)((βK − (γ + d)− λ)(−v − λ)) = 0.
Akar-akar persamaan karakteristiknya adalah
λ1 = −b < 0,
λ2 = βK − (γ + d)
= (γ + d)(
βK
(γ + d)
− (γ + d
γ + d
))
= (γ + d)(R0 − 1),
λ3 = −v < 0.
Jika R0 < 1 nilai λ2 < 0, maka titik kesetimbangan E12 bersifat stabil
asimtotik lokal.
3.3.3 Kestabilan lokal titik kesetimbangan E∗13
Matriks Jacobi pada titik E∗13 = (
K
R0
, bβ (1 −
1
R0



























Berdasarkan perhitungan yang dapat dilihat pada Lampiran 1
diperoleh persamaan karakteristik yaitu
λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3 = 0,
dengan







+ (γ + d)(1− 1
R0
)),




Menurut kriteria Routh-Hurwitz, akar-akar dari persamaan
karakteristik (3.32) akan mempunyai akar negatif apabila memenuhi
a1 > 0, a3 > 0 dan a1a2 > a3. Selanjutnya akan ditunjukkan
persamaan karakteristik dari matriks (3.32) memenuhi kriteria
Routh-Hurwitz sebagai berikut:
1. a1 > 0
Diketahui a1 = v + bR0 .
Karena v > 0, b > 0, dan R0 > 1 maka nilai a1 > 0.
2. a3 > 0
Diketahui a3 = vb((γ + d)(1− 1R0 )).
Karena masing-masing parameter bernilai positif dan R0 > 1
maka a3 > 0.
3. a1a2 − a3 > 0
Diketahui a1a2 − a3 = v(v + bR0 ) + bγ(1−
1
R0
) + bd(1− 1R0 ).
Karena masing-masing parameter bernilai positif dan R0 > 1
maka a1a2 − a3 > 0. Perhitungan lebih rinci dapat dilihat pada
Lampiran 2.
Dengan demikian kestabilan titik kesetimbangan endemik E∗13 bersifat



















3.3.4 Kestabilan lokal titik kesetimbangan E21
Matriks Jacobi pada titik E21 = (0, 0, 0) sebagai berikut
J(E21) =
 b 0 00 −(γ + d) 0
0 σ −v
 .
Persamaan karakteristik dari matriks J(E21) adalah∣∣∣∣∣∣
b− λ 0 0
0 −(γ + d)− λ 0
0 σ −v − λ
∣∣∣∣∣∣ = 0
(b− λ)
∣∣∣∣ −(γ + d)− λ 0σ −v − λ
∣∣∣∣ = 0
(b− λ)((−(γ + d)− λ)(−v − λ)) = 0.
Akar-akar persamaan karakteristiknya adalah λ1 = b, λ2 = −(γ + d),
dan λ3 = −v. Karena masing-masing parameter bernilai positif maka
nilai λ1 > 0, λ2 < 0, λ3 < 0 sehingga titik kesetimbanganE21 bersifat
tidak stabil.
3.3.5 Kestabilan lokal titik kesetimbangan E22
Matriks Jacobi pada titik E22 = (K, 0, 0) sebagai berikut
J(E22) =
 −b −β0e−mMK 00 β0e−mMK − (γ + d) 0
0 σ −v
 .
Persamaan karakteristik dari matriks J(E22) adalah∣∣∣∣∣∣
−b− λ −β0e−mMK 0
0 β0e
−mMK − (γ + d)− λ 0
0 σ −v − λ
∣∣∣∣∣∣ = 0
(−b− λ)
∣∣∣∣ β0e−mMK − (γ + d)− λ 0σ −v − λ
∣∣∣∣ = 0



















Akar-akar persamaan karakteristiknya adalah
λ1 = −b < 0,
λ2 = β0e





−mMK − (γ + d))
= (γ + d)(R0e
−mM − 1),
λ3 = −v < 0.
Jika R0 < 1, maka nilai λ2 < 0 sehingga titik kesetimbangan E22
bersifat stabil asimtotik lokal.
3.3.6 Kestabilan lokal titik kesetimbangan E∗23


















































Proses penyederhanaan matriks (3.33) dapat dilihat pada Lampiran 3.





















2 + a2λ+ a3 = 0,
dengan






















Menurut kriteria Routh-Hurwitz, akar-akar dari persamaan
karakteristik J(E∗23) akan mempunyai akar negatif apabila memenuhi
a1 > 0, a3 > 0 dan a1a2 > a3. Selanjutnya akan ditunjukkan
persamaan karakteristik dari matriks J(E∗23) memenuhi kriteria
Routh-Hurwitz sebagai berikut:
1. a1 > 0
Diketahui a1 = v +
bS∗23
K .
Karena semua parameter bernilai positif maka nilai a1 > 0.
2. a3 > 0
Diketahui a3 = Kβ0R0 (b(σMI
∗
23 + v −
vS∗23
K )).
Karena masing-masing parameter bernilai positif dan R0 > 1
maka a3 > 0.
3. a1a2 − a3 > 0



















Karena masing-masing parameter bernilai positif dan R0 > 1
maka a1a2 − a3 > 0. Perhitungan lebih rinci dapat dilihat pada
Lampiran 5.
Dengan demikian kestabilan titik kesetimbangan endemik E∗23 bersifat



















3.4 Analisis Kestabilan Global Titik Kesetimbangan
3.4.1 Kestabilan global sistem tanpa efek media titik
kesetimbangan E12
Misalkan V (t) = I(t) sebagai fungsi Lyapunov pada Ω =
{(S, I,R,M) ∈ R4+|0 < S(t) + I(t) + R(t) ≤ K, 0 ≤ M ≤ σKv }.
Akan ditunjukkan V (t) merupakan fungsi Lyapunov kuat pada titik
E12 = (K, 0, 0) dengan memeriksa apakah fungsi V (t) memenuhi
kondisi 1 Definisi 2.3, yaitu
i. V (~x∗) = 0,
Jelas bahwa pada saat E12, diperoleh V (E12) = 0.
ii. V (~x) > 0,∀(~x) 6= ~x∗ ∈W,
Karena V (t) = I(t) dan I(t) selalu positif, maka diperoleh
V (~x) > 0, ∀t > 0,∀(~x) 6= ~x∗.
Oleh karena itu, dapat dilihat bahwa V (t) memenuhi kondisi (1)
pada Definisi 2.3. Selanjutnya akan ditunjukkan apakah V (t)
memenuhi Definisi 2.4, yaitu V
′
(~x) < 0,∀(~x) 6= ( ~x∗).
V
′






[βS − (γ + d)]I
= (R0 − 1)(γ + d)I.
(3.35)
Karena masing-masing parameter dan I(t) bernilai positif, maka
V
′
(t) < 0,∀(~x) 6= ( ~x∗) apabilaR0 < 1. Jadi V (t) memenuhi Definisi
2.4 dan V (t) merupakan fungsi Lyapunov kuat sehingga E12 bersifat
stabil asimtotik global.
3.4.2 Kestabilan global dengan efek media titik kesetimbangan
E22
Misalkan V (t) = I(t) sebagai fungsi Lyapunov pada Ω =
{(S, I,R,M) ∈ R4+|0 < S(t) + I(t) + R(t) ≤ K, 0 ≤ M ≤ σKv }.
Akan ditunjukkan V (t) merupakan fungsi Lyapunov kuat pada titik
E22 = (K, 0, 0) dengan memeriksa apakah fungsi V (t) memenuhi
kondisi 1 Definisi 2.3, yaitu



















Jelas bahwa pada saat E22, diperoleh V (E22) = 0.
ii. V (~x) > 0,∀(~x) 6= ~x∗ ∈W,
Karena V (t) = I(t) dan I(t) selalu positif, maka diperoleh
V (~x) > 0, ∀t > 0,∀(~x) 6= ~x∗.
Oleh karena itu, dapat dilihat bahwa V (t) memenuhi kondisi (1)
pada Definisi 2.3. Selanjutnya akan ditunjukkan apakah V (t)
memenuhi Definisi 2.4, yaitu V
′
(t) < 0,∀(~x) 6= ( ~x∗).
V
′






[βe−mMS − (γ + d)]I
= (R0 − 1)(γ + d)I.
(3.36)
Karena masing-masing parameter dan I(t) bernilai positif, maka
V
′
(t) < 0,∀(~x) 6= ( ~x∗) apabilaR0 < 1. Jadi V (t) memenuhi Definisi
2.4 dan V (t) merupakan fungsi Lyapunov kuat sehingga E22 bersifat
stabil asimtotik global.
3.4.3 Kestabilan global sistem tanpa efek media titik
kesetimbangan E∗13
Untuk menganalisa kestabilan di titik endemik (E∗13) digunakan
Kriteria Dulac dalam Teorema (2.5). Misalkan terdapat nilai kritis R0
yang dinotasikan Rc. Nilai Rc didapatkan dari titik I∗13. Perhitungan
untuk mendapatkan Rc dapat dilihat pada Lampiran 6.Ketika titik
endemik (E∗13) berada dalam suatu daerah G1, maka didapatkan
1 < R0 < Rc . Untuk menentukan kestabilan titik kesetimbangan,
dapat ditentukan dengan keberadaan orbit periodik. Keberadaan orbit
periodik dapat ditunjukkan menggunakan Kriteria Dulac, dengan
suatu fungsi Dulac adalah
D(S, I,M) = 1SI .
Diambil f1 = b(1 − SKS − βSI), f2 = βSI − (γ + d)I dan











































































































Berdasarkan Teorema (2.5) diperoleh kesimpulan bahwa sistem
(3.9a), (3.9b), dan (3.9c) tidak memiliki solusi periodik di daerah R3,
sehingga tidak ada yang membatasi daerah kestabilan asimtotik. Oleh
karena itu, titik (E∗13) tidak hanya stabil asimtotik lokal tetapi juga
bersifat asimtotik global jika berada pada daerah G1 dan memenuhi
1 < R0 < Rc.
3.4.4 Kestabilan global sistem dengan efek media titik
kesetimbangan E∗23
Untuk menganalisa kestabilan di titik endemik (E∗23) digunakan



















berada dalam suatu daerah G2, maka didapatkan R0 > Rc. Untuk
menentukan kestabilan titik kesetimbangan, dapat ditentukan dengan
keberadaan orbit periodik. Keberadaan orbit periodik dapat
ditunjukkan menggunakan Kriteria Dulac, dengan suatu fungsi Dulac
D(S, I,M) = 1SI .
Diambil f1 = b(1− SKS−β0e
−mMSI), f2 = β0e
−mMSI− (γ+d)I





























































































Berdasarkan Teorema (2.5) diperoleh kesimpulan bahwa sistem
(3.18a), (3.18b), dan (3.18c) tidak memiliki solusi periodik di daerah
R3, sehingga tidak ada yang membatasi daerah kestabilan asimtotik.
Oleh karena itu, titik E∗23 tidak hanya stabil asimtotik lokal tetapi juga




















Pada bagian ini, dilakukan simulasi numerik menggunakan
metode Runge-Kutta orde 4 pada software MATLAB R2017a.
Simulasi numerik dilakukan pada dua sistem, setiap sistem
disimulasikan dengan kondisi R0 < 1 dan R0 > 1. Hasil dari
simulasi numerik akan dibandingkan dengan perhitungan secara
analisis yang telah diperoleh.
3.5.1 Simulasi numerik pada sistem tanpa pengaruh media
1. R0 < 1
Pada simulasi ini digunakan nilai parameter b = 0.06,K =
3000, β0 = 0.00053, γ = 0.9, d = 0.7, σ = 0.09, v = 0.9, dan




= 0.9937 < 1.
Dengan menggunakan nilai parameter tersebut, diperoleh titik
kesetimbangan E11 = (0, 0, 0), E12 = (3000, 0, 0), dan
E∗13 = (3018.9,−0.7,−0.1). Gambar 3.2 menunjukkan bahwa
trayektori yang bermula dari tiga nilai awal
(1400, 1200, 400), (1100, 1100, 800), dan (1100, 900, 1000)
menuju ke titik E12. Hal ini sesuai dengan hasil secara analisis
bahwa jika R0 < 1 titik E12 stabil asimtotik. Gambar 3.2
menyatakan bahwa populasi rentan akan terus meningkat
hingga mencapai ukuran maksimal jumlah populasi rentan yaitu



















Gambar 3.2: Potret fase sistem tanpa efek media, R0 < 1
2. 1 < R0 < Rc
Pada simulasi ini digunakan nilai parameter b = 0.077,K =
3000, β0 = 0.00004, γ = 0.07, d = 0.003, σ = 0.07, v =









1 < R0 < Rc
Dengan menggunakan nilai parameter tersebut, diperoleh titik
kesetimbangan E11 = (0, 0, 0), E12 = (3000, 0, 0), dan
E∗13 = (1825, 754, 88). Gambar 3.3 menunjukkan bahwa
trayektori yang bermula dari tiga nilai awal
(1400, 1200, 400), (1100, 1100, 800), dan (1100, 900, 1000)



















bahwa jika R0 > 1 titik E∗13 stabil asimtotik. Gambar 3.3
menyatakan bahwa terdapat populasi terinfeksi pada sistem.
Gambar 3.3: Potret fase sistem tanpa efek media, 1 < R0 < Rc
3.5.2 Simulasi numerik pada sistem dengan pengaruh media
1. R0 < 1
Pada simulasi ini digunakan nilai parameter
b = 0.04,K = 3000, β0 = 0.0005,m = 0.000000008, γ =





= 0.9372 < 1.
Dengan menggunakan nilai parameter tersebut, diperoleh titik
kesetimbangan E21 = (0, 0, 0), E22 = (3000, 0, 0), dan



















trayektori yang bermula dari tiga nilai awal
(1400, 1200, 400), (1100, 1100, 800), dan (1100, 900, 1000)
menuju ke titik E22. Hal ini sesuai dengan hasil secara analisis
bahwa jika R0 < 1 titik E22 stabil asimtotik. Gambar 3.4
menyatakan bahwa populasi rentan akan terus meningkat
hingga mencapai ukuran maksimal jumlah populasi rentan yaitu
3000, sedangkan populasi terinfeksi tidak ada dalam populasi.
Gambar 3.4: Potret fase sistem dengan pengaruh media, R0 < 1
2. Rc < R0
Pada simulasi ini digunakan nilai parameter
b = 0.095,K = 3000, β0 = 0.000052,m = 0.0000008, γ =






























Dengan menggunakan nilai parameter tersebut, diperoleh titik
kesetimbangan E21 = (0, 0, 0), E22 = (K, 0, 0), dan
E∗23 = (866.2, 1186.6, 138.4). Gambar 3.5 menunjukkan
bahwa trayektori yang bermula dari tiga nilai awal
(1400, 1200, 400), (1100, 1100, 800), dan (1100, 900, 1000)
menuju ke titik E∗23. Hal ini sesuai dengan hasil secara analisis
bahwa jika R0 > 1 titik E∗23 stabil asimtotik. Gambar 3.5
menyatakan bahwa terdapat populasi terinfeksi pada sistem.



















3.5.3 Pengaruh dampak media terhadap populasi terinfeksi
Simulasi ini digunakan untuk mengamati hubungan antara
dampak media dengan populasi terinfeksi. Nilai parameter yang
digunakan pada simulasi ini, yaitu b = 0.095,K = 3000, β0 =
0.000052, γ = 0.04, d = 0.005, σ = 0.07, v = 0.6, ε = 1 dan
m1 = 0.1,m2 = 0.3,m3 = 0.7. dengan nilai awal (1400, 1200, 400)
Gambar 3.6: Pengaruh media terhadap populasi terinfeksi
Gambar 3.6 menunjukkan hubungan dampak media dengan
jumlah populasi terinfeksi. Semakin besar dampak media, semakin
kecil jumlah populasi terinfeksi. Sehingga untuk mengurangi populasi
terinfeksi pada suatu wabah diperlukan adanya peliputan oleh media.
Media dapat memengaruhi perilaku masyarakat dengan
menginformasikan cara mencegah dan mengobati wabah penyakit,























1. Model dampak media terhadap pengendalian penyakit dengan
menggunakan laju transmisi piecewise berbentuk sistem
persamaan diferensial nonlinear yang terdiri dari tiga populasi,
yaitu populasi rentan (S), populasi terinfeksi (I), dan populasi
sembuh (R) dengan kepadatan kumulatif media (M).
2. Model dampak media terhadap pengendalian penyakit dengan
menggunakan laju transmisi piecewise memiliki dua sistem
yaitu sistem tanpa pengaruh media dan sistem dengan pengaruh
media. Masing-masing sistem memiliki tiga titik
kesetimbangan, yaitu dua titik kesetimbangan bebas penyakit
dan satu titik kesetimbangan endemik.
3. Titik kesetimbangan bebas penyakit selalu eksis, sedangkan
titik kesetimbangan endemik eksis jika R0 > 1. Selanjutnya
berdasarkan analisis kestabilan pada titik kesetimbangan, satu
titik kesetimbangan bebas penyakit selalu tidak stabil,
sedangkan satu titik kesetimbangan bebas penyakit lainnya
bersifat stabil asimtotik lokal dan global jika R0 < 1. Titik
kesetimbangan endemik bersifat stabil asimtotik lokal dan
global jika R0 > 1 dan berada pada masing-masing wilayah
sistem.
4. Hasil simulasi numerik menunjukkan hasil yang sesuai dengan
hasil analisis. Populasi terinfeksi pada suatu wabah penyakit
dapat berkurang dengan adanya peliputan oleh media.
4.2 Saran
Untuk penelitian selanjutnya, penulis menyarankan untuk
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